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Exercice 1

L. L’intégrale est généralisée uniquement en +oo car la fonction intégrée est continue sur [1, +o00].
T\/T < /T

1+ 23 S 1+ 28 atoo 2372
converge absolument et donc converge.

+oo
Vo > 1, sin(z?) Comme / 3—/2dx converge, on en déduit que notre intégrale
1 X

2. L’intégrale est généralisée en 0 et en +oo car la fonction intégrée est continue sur |0, +oo|.
1 +x2025 1 1 1 1 1 +.’L’2025
e ——— ~ —. Comme / —=dz converge, on en déduit que —_—

VT e®
raison de fonctions positives) ;

1_’_1.2025 1'2024’5 ( 1

+oo
- —— — ~ — = — ). Comme —dx converge, on en déduit que
JVxer  az—too e’ T—r+00 2 1 x2

converge aussi.
En conclusion, notre intégrale est convergente.

dz converge aussi (par compa-

+o00 1 + .’172025

——d
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3. L’intégrale est généralisée en 0 et en 1 car la fonction intégrée est continue sur ]0, 1].
2
. lim+ n(z) = 0 donc l'intégrale est faussement généralisée en 0, qui ne pose donc finalement pas probleme ;
rz—0T INn(x
? 1 L 01 boa?
e —— ~ ——— Or / dz diverge (de méme nature que / —du) donc / ——dx diverge.
In(z) z—1- . —1 o x—1 U o In(x)

En conclusion, notre intégrale est divergente.

Exercice 2

1. +o0

Comme lim ¢t "*!'Int = 0 par croissances comparées et limt¢ "*1Int = 0, et que / —dt converge pour

t——+o0 t—1 1 tr
n > 2, une IPP donne :
+oo hlf, —n+1 —n+1 1 oo 1 1
_ — im " _Tim & _ o =

Vn > 2, cn—/1 m dt_t—li—&-moo T Int }gr% T int 7n+1/1 t”dt_(nfl)z'
2. T Int¢ Foo

Pourn =0,a9 = ——dt diverge par comparaison avec l'intégrale de Riemann —dt puisque ~

y @0 /1 T+ 1 gep p g /1 tpqt—l—ltﬁ—s-oo
Int _ 1
T>¥>Opourt>e.
T Int U o :
Pourn>1, a, = ————dt est généralisée en +oo car la fonction intégrée est continue sur [1, +o00f.
1 tn(t+1)
Int Int 1
Or lim ¢3?——— = 0 par croissances comparées, donc ——— = o | —= |. L’intégrale converge donc
t—+o0 t(t+1) t(t+1) totoo  \ 13/2
par comparaison avec une intégrale de Riemann convergente ; on peut aussi arriver au méme résultat en remarquant
Int Int
ue Vit >1,0< et utiliser la question 1.

q > D S q

3. La suite (ay)n>1 est positive car ses termes sont obtenus par intégration d’une fonction positive de 1 & +o00. Pour

n € N* et tout ¢ > 1, t% > tn%, avec égalité seulement pour ¢ = 1. Par multiplication avec la quantité positive

tlﬂ‘rtl, suivie d’une intégration sur [1, +oo[ on obtient a, > a,+1. La suite est donc strictement décroissante. La suite

étant décroissante et minorée par zéro, elle converge.

4 Pour tout ¢ > 1 t+1>1, dot tout n € N*, 1t Int
our tou , 0n a 5 ou pour tout n 5 .
= = p tn(t+1) S n
1

Par intégration sur [1,4o00[ on obtient 0 < a, < ¢, = 0z Donc lim a, = 0, par encadrement.

(n — ) n—-+oo

5. Par calcul, pour tout n > 2, a,, + an+1 = Cpt1-
Or la suite (a,,) est décroissante, donc 2a,+1 < apn + apy1 < 2ay,.
On en déduit que ¢,4+1 < 2a, < ¢,, d’out 'inégalité a prouver.

1
m 2n2a, =1 donc ay,

Par encadrement et théoréeme des gendarmes, li ~ —.
n——+o0o n——+oo 277,2




Exercice 3

Quest.

Prélim.

La fonction x — o(z) est dérivable sur [0, 1] et ¢'(x) = In(t)(t* ' — t'77).

Pourt > 1etz € [0,1],onalnt >0, "1 = @Dt <9 ot 172 = (=00t 5 1 Done /() < 0 pour tout
x € [0,1], ce qui prouve que ¢ est décroissante sur [0, 1].

(on peut aussi écrire ¢/ (x) = In(t)t! ~*(#**72 — 1) et justifier que t**72 < 1).

1. L’intégrale est généralisée en 0 et en +oco car la fonction intégrée est continue sur |0, 4o0].
txfl 1 1
e —— ~ —. Or / ——dt converge si et seulement si 1 — x < 1, donc par comparaison de fonctions
1+¢2 150+ ti-= ) t7
1 4z—1
positives, / ﬁdt converge si et seulement si x > 0.
tzfl 1 +oo
e —— ~ ——. Or ———dt converge si et seulement si 3 — x > 1, donc par comparaison de fonctions
1412 totoo 3~ 13
+oo yxr—1
positives, / mdt converge si et seulement si x < 2.
1
En conclusion, Pensemble de définition de f est D =]0,2].
2. (a +o0 -z 0 e 1 +oo z—1
(@) Ve e D, f(2—:1:):/ —dt = / 2<2>du/ LQdu:f(x).
o 1+t u=1/t Ji 14+ 1/u u 0o 14w
(b) | La courbe de f est symétrique par rapport a la droite d’équation =z = 1.
3. (a) | La méme chose qu'en 2.(a), sauf pour les bornes.

Immédiat par la relation de Chasles.

D’apres la question préliminaire, pour ¢ > 1 quelconque fixé, et pour tous z,y tels que 0 < z < y < 1, t* 14172 >
t¥=t 4 7Y, Par division par 1 + t?, puis par intégration sur ¢ € [1,4oc[, on obtient f(z) > f(y). Donc f est
décroissante sur 0, 1].

4. f est décroissante sur |0, 1] et croissante sur [1,2[ par symétrie de sa courbe (question 2.b)), et donc f admet bien
+o00o
1 ™
un minimum en z = 1. Ce minimum vaut / = _.
o 1+t 2
5. (a)

+oo 1 +oo 1
Par relation de Chasles, / g(t)dt = / g(t)dt + / g(t)dt > / g(t)dt.
0 0 1 0

>0

1 xz—1 1
t 1 1
Pour tout = € D, f(x) est I'intégrale d’une fonction positive. Donc f(x) > / ——dt > f/ 27t = —.
o 1+t 2 J; 2

D’apres la question précédente, par passage & la limite quand  — 07, on trouve 11%14r f(z) = 400. Or la fonction
T—

est symétrique par rapport & z = 1, donc elle possede la méme limite a droite de son domaine de définition,
lim f(z) = 4o0.
r—2~




